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‘de gradul al doilea

Ecuatia de gradul al doilea cu o necunoscuti

Ecuatiile de forma:
axt+bx+c=0,undea,b,ceR,a=0,

se numesc ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti reali.
Numerele reale a, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei, iar x este numit necunoscutd.
Un numar real x,, pentru care ax? +bx, +c=0, se numeste solutie a ecuatiei.

Exomisls

% Coeficientii ecuatiei 5x* + 8x~4=0sunta=5,b=8, ¢ = —4.
Numarul real -2 este o solutie a acestei ecuatii, deoarece 5-(-2)>+8 - (-2) -4 =0.

Z Coeficientii ecuatiei x*+ 4x - 21 =0sunta=1,b=4, c = —21.
O solutie a acestei ecuatii este 3, intrucit 3°+4 -3 —21=0. Cum (=7+4-(-7)-21=0,
deducem c& ~7 este 0 alta solutie. Putem nota: X, =3six,=-7.

o

Ecuatia 2x* - 6x = 0 are coeficientiia =2, b= -6, ¢ = 0, deoarece ecuatia se scrie si sub forma
2x* - 6x+ 0=0. Se observa ci 0 este solutie a acestei ecuatii. O alt& solutie este 3.

4 Ecuatia4x®+11 =0 se poate rescrie 4x2+ 0 - x + 11 = 0, deci are coeficientiia=4,b=0,c=11.
Aceasta ecuatie nu are solutii reale, decarece 4x2 + 11 > 0, pentru orice numar real x.

Observalie. Ecuatiile de gradul al doilea care au una dintre formele:
(1) ax*+bx=0; (2) ax*+c=0
se numesc ecuatii de gradul al doilea incomplete.

Metode de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea

Avand in vedere ca produsul a dou numere reale este egal cu 0 daca si numai daca cel putin unul
dintre factori este 0, pentru a rezolva o ecuatie de gradul al doilea de forma:

(B)ax*+bx+c=0,undea,b,c e R, a0,
este suficient sa descompunem expresia ax? + bx + ¢ ca produs de factori de forma mx + n.

De exemplu, ecuatia xX*=p, p > 0, Invatats in clasa a VII-a, are solutiile x, =—/p si x, :\/E,
intrucat au loc echivalentele;

X¥=pox-p=0s xz—(\/ﬁ)Zzo = (x+\/5)(x—\/5):0.

In cele ce urmeaza, vom prezenta rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea incomplete (pentru
care b=0 sau ¢ =0), metoda descompunerii in factori si metoda completarii patratului unei
sume, din care vom deduce formula generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea.
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Rézalvataa dudtiilgl de gradulaldei
Ecuatiile de forma ax? + bx + ¢ =0, unde a # 0, iar b= 0 sau ¢ = 0, se pot rezolva utilizand strategii
invatate anterior: descompunerea in factori si rezolvarea ecuatiei de formax*=r, r e R.

i Ecuatia ax’ + bx=0, cu b = 0, se rescrie x(ax + b) = O si are doua solutii: x, =0, x, = 15 .
a

. g . « c
2 Ecuatia ax’+c=0, cu c# 0, este echivalenta cu x* =——.
a

. C : - i , . = X (5
Dacid ——<0 , ecuatia nu are solutii. Dacd —— >0, atunci ecuatia are doua solutii: x,, = J_r\j—— ;
a a ’ a

Ecuatia ax’ = 0 este echivalenta cu x* = 0 si este verificata doar de numarul real 0.

Ecuatia x? + 6x = 0 se scrie x(x + 6) = 0, de unde rezultd x=0saux+ 6 =0.
Ecuatia are doua solutii reale: x, =0, x, = 6.
2 Ecuatia 2x*> — 18 = 0 se scrie 2x*> =18 sau x* = 9 si are doua solutii reale: x, =-3 six,=3.
2 Ecuatia 4x* + 56 = 0 este echivalenta cu 4x* = -56 sau cu x* = -14.
Aceasta ecuatie nu are solutii reale.

Aceastd metodi consta in scrierea expresiei ax? + bx + ¢ ca produs de doi factori de forma mx + n:
W+ bx + ¢ = (Myx + ) (Mux + ny),
unde my, n,, m,, n,, sunt numere reale, cu mym, = 0.
Daci o astfel de descompunere se poate realiza, ecuatia ax® + bx + ¢ = 0 are doua solutii reale:
n n

— 1 _ 2
X, ==, X, =——.

m, m,
in cazul a =1, des intalnit Tn exercitii, putem considera m, =m, =1, pentru care obtinem:
(*) X2+bx+c=0+n)Xx+n,).

Deoarece:
O+ n) X+ n,) =X+ (N + nx + nyny,

pentru a gasi o descompunere de forma () este suficient sa determindm doud numere reale n,
si n, astfelincat n, + n,=b sinyn, =c.

Exemple
1 Consideram ecuatia x* + 8x + 12 = 0. Dou numere cu suma 8 si produsul 12 sunt 2 si 6.
Au loc echivalentele:

NrBx+12=0X+2x+6x+12=0x(x+2)+6(x+2)=0< (x+6)(x+2) =0,
de unde rezulta ca ecuatia are doua solutii reale: x, = -6, x, = 2.

2 Pentru a rezolva ecuatia x* — 3x — 10 = 0 prin metoda descompunerii in factori, cautam doua
numere reale cu suma -3 si produsul ~10. Intrucat -10=2 - (-5) si -3 = 2 + (-5), obtinem:

x—3x-10=0=x2+2x-5x-10=0x(x+2) - 5(x+2)=0 < (x - 5)(x + 2) =0,

deci ecuatia x> - 3x — 10 = 0 are doud solutii reale: x; = -2, x, = 5.
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Folosind formulele de calcul al patratului unei sume sau al unei diferente, au loc egalittile:
(mx +n)?=m% + 2mnx + n%; (Mmx —n)?=m2-2mnx + n2.

Metoda completarii patratului unei sume/diferente presupune prelucrarea ecuatiei ax?+ bx+c¢=0
astfel incat termenii ax? si bx sa se poata scrie sub forma m?x?, respectiv 2mnx, urmati de com-
pletarea formulei corespunzatoare cu termenul n?, adunand sau scizand un numir convenabil.

Exemple

1 Fie ecuatia x*> + 6x - 40 = 0.
Suma x? + 6x face parte dintr-o dezvoltare de forma (x + n)?si, intrucat 6x=2-x - 3, rezulta n = 3.
Pentru a obtine patratul unei sume, vom completa suma x? + 6x cu termenul 3°=9. Ecuatia
se scrie echivalent astfel:

X+6x-40=0< (x*+2.3 -x+9)—40—9=O©(x+3)2—49=0<:>(x+3)2=49.
Rezulta cd x + 3=-7 sau x+ 3 =7, deci ecuatia are doua solutii reale: x, = —10 si x, = 4.

2 Fie ecuatia x* — 10x - 8 = 0. Suma x> — 10x face parte dintr-o dezvoltare de forma (x — n)? si, intru-
cat 10x=2-x- 5, pentru a obtine patratul unei diferente, vom completa cu termenul 52 = 25,
Ecuatia se scrie echivalent astfel:

X*-=10x-8=0<(x*~2-5 "X+25)-8-25=0 (x—5)°~33=0< (x—5)?=233,
Rezultd x -5=—y33 sau x -5= \33. Ecuatia are doud solutii reale: x, =5-433 Six,=5+ \33.
3 Considerdm ecuatia 4x* - 20x + 9 = 0. Intrucat 4x? = (2x)? $i20x=2-2x- 5, obtinem:
4x2=20x+9=0< (2x)>-2 - 2x - 5+25+9-25=0& (2x-5)2~16=0< (2x-5)*=16,
de unde rezultd 2x - 5= -4 sau 2x~ 5 = 4. Ecuatia are doua solutii reale: x, =%, X, =g.

4 Fie ecuatia —=4x2+ 24x - 36 = 0. impartind ambii membri ai ecuatiei prin -4, ecuatia devine
X*=6x+9=0, adica (x - 3)2= 0. Rezult3 ci x — 3 = 0, deci ecuatia are doar solutia x = 3.
Observatie. Deoarece egalitatea (x — 3)2=0 se poate scrie si (x - 3)(x - 3) = 0, iar produ-
sul a doi factori este 0 daca unul dintre factori este 0, prin conventie se spune c& ecuatia
(x = 3)?= 0 are doud solutii reale egale: x; =x,=3.

Metoda descompunerii in factori pune in evidenta o strategie generala de rezolvare a ecuatiei
de gradul al doilea. Considerdm ecuatia:

ax’*+bx+c=0,undeq,b,ceR, a=0.

Impartind ambii membri ai ecuatiei prin a, obtinem: x? +2x +<-0.

a a
2 2 2 2

Formam patratul unei sume: x2 +2-x-£+ @ ) 2 +£=0, de unde x+£ =—b Z:ac.
2a \2a 2a a 2a 4da

% Dacd b*-4ac <0, ecuatia nu are solutii, deocarece n ultima egalitate, membrul stang este mai
mare sau egal cu 0, iar membrul drept este negativ.
b

2
» Daca b?-4ac =0, ecuatia devine (x +2£J =0 si are doua solutii reale egale: X, =X, = =51
a a



Jb?—4ac Vb —4ac

2 2
Daca b*-4ac >0, obtinem (x+2£j =£ ] , de unde rezultd ca x+2£=i
a a

2a 2a
- _1’ 2 f— — " 2 —_—
Ecuatia are doua solutii reale distincte: x, =b—§—ﬂ Si X, =L5ﬂ.
a a

Fie ecuatia de gradul al doilea ax*+ bx+c=0,undea, b,c e R, a#0.
Numarul b? - 4ac se numeste discriminantul ecuatiei si se noteaza cu A (delta). Atunci:
daci A <0, ecuatia ax?*+ bx + ¢ = 0 nu are nicio solutie reala;

dacd A= 0, ecuatia ax?+ bx + ¢ = 0 are doua solutii reale egale: x, =x, =—2£ ]
a
= ! . - - -btVA
dacd A > 0, ecuatia ax* + bx + ¢ = 0 are doud solutii reale distincte: x,, = b2 Ja )
' a

Fie ecuatia x* + 16x+ 39 =0.

Pasul1 Identificam coeficientii ecuatiei: a=1, b=16, c=39.

Pasul2 Calculdm discriminantul ecuatiei: A=b*-4ac=16-4-1-39=256-156 =100.

Pasul 3  Precizdm natura solutiilor: deoarece A > 0, ecuatia are doud solutii reale diferite.

b-VA _-16-10_ .. _-b+JA _-16+10_
2 2, AT IhZanpaioies

Pasul4  Aflam solutiile ecuatiei: x, = =5

Fie ecuatiax*+8x+16=0.

Pasull Identificdm coeficientii ecuatiei: a=1, b=8, c=16.

Pasul2 Calculdm discriminantul ecuatiei: A=b*—4ac=8*-4-1-16=64-64=0.
Pasul 3  Precizdm natura solutiilor: cum A =0, ecuatia are doud solutii reale egale.

Pasul4 Determinam solutiile ecuatiei: x, = x, =—£= 8 =—4.

Fie ecuatia 2x* - 11x+19=0.

Pasul1 Identificim coeficientii ecuatiei:a=2, b=-11,c=19.

Pasul 2 Calculdm discriminantul ecuatiei: A=b? - 4ac=(-11)’-4.2-19=121-152=-31.
Pasul 3 Precizam natura solutiilor: deoarece A < 0, ecuatia nu are solutii reale.

Lucrand in echipa cu colegul de bancd, completati, in tabelele urmétoare, coeficientii fiecareia
dintre ecuatiile de gradul al doilea indicate, ca Tn modelul dat:

ai+bx+c=0 a b c ax*+bx+c=0
8x*-13x+5=0 8 -13 5 7x2+14x=0
2x*-Tx+4=0 —-5x*=0

—3x2+12x-11=0 4x*-9=0
-x>-x+6=0 2x*—-3x—-35=0
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Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii.
P,: x=1 este solutie a ecuatieix> ~ 9x + 8 = 0.
P,: x=2 este solutie a ecuatiei x* + 5x - 14 = 0.

Py x=-2 este solutie a ecuatiei 3x2 — 5x - 22 = 0.

P,: x=-1nu este solutie a ecuatiei x> + 8x - 4 = 0.

Ps: x=1 nu este solutie a ecuatiei 7x? — 4x - 3 = 0.

Ps: x=-4 nu este solutie a ecuatiei —2x + 7x— 4 = 0.
P;: x=1 este solutie a ecuatiei 19x* + 32x - 51 = 0.

Ps: x=-1nu este solutie a ecuatiei 13x? + 47x + 34 = 0.

P, x=+/5 este solutie a ecuatiei —2x> + x+/5 +5=0.
P x=1-+/2 este solutie a ecuatiei x> —3x-+/2=0.

Lucrand in echipd cu colegul de bancs, completati tabelul urmator. Pentru fiecare ecuatie, calcu-
lati discriminantul si precizati numarul de solutii reale, ca in modelul dat:

Ecuatia Discriminantul (A) Numarul solutiilor reale
2x*-5x+1=0 A=(-5)2-4.2.1=17 Ecuatia are doud solutii reale distincte.
=3x*+7x-5=0 A=7?-4.(-3)-(-5)=-11 Ecuatianu are solutii reale.

xX*+13x+12=0
-8x*-10x-2=0
2x*+8x+8=0
5x2-12x+9=0

22X +4x+1=0

x> +43x-12=0

-5x? +3x—l=0

4
ix2 - EX+E=O
4 8 9

Rezolvati urmatoarele ecuatii de gradul al doilea incomplete:

3+ 9x=0; -2x*+10x=0; 6x* +412x=0; —3\/§x2—5x=0;
17x* - 153 = 0; ~12x2+25=0; 11x*+33=0; —4x>-72 =0.

Rezolvati ecuatiile urmatoare, utilizand metoda descompunerii in factori:
x*=10x+9=0; X2+ 8x+15=0; 3x*+11x+8=0; 6x*=17x+10=0;
3x2+8x+4=0; X2+ 8x-20=0; x*-3x-40=0; 5x+8x-21=0.



. Rezolvati ecuatiile urmatoare, utilizind metoda completarii pana la pdtratul unei sume sau al unei

diferente:
x*—6x-16=0; x?+10x—-75=0; xX*+14x+ 24 =0; x2-12x+35=0;
Ax* +12x+5=0; 9x%>—30x+24=0; x2-5x—-14=0; 9x?-8x-52=0.
2 2 2
Indicat,ie.gx2—5x—14=x2—2-x-§+ > -14- 3. x—E —8—1.
2 \2 2 2 4

Utilizind formula generala de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea, determinati multimea solu-
tiilor ecuatiilor:

xX*+17x+60=0; x*—17x+60=0; X>+5x-24=0; -x>+5x+24=0;

6x>—24x+24=0; —-6x2-36x—-54=0; X2+ 2x+7=0; xX+x+1=0;
xX2-11x+28=0; x2-14x+33=0; 6x°-4x-2=0; 2x*-3x-9=0;

3x-Tx+12=0; -x*+7x+18=0; 2> +4x-7=0; 4x>—-3x-2=0.
Determinati numerele reale x care verifica egalitatile:

x*+9=10x; x*+36=13x; X+x=12; X2+ 4x =21,
x2—45=12x; 9x + 45 = 2x% 3x3+2x=16; 3x2+4x=4.
Aduceti ecuatiile urmatoare la forma ax* + bx + ¢ = 0 si apoi rezolvati-le:

2 —_— —

3x(x-1)+4x-4=0; (x=2)(x+2)=3x X2+5—4= 143X;

Ax(x +2) =2(4x + 3); 3x(x—A)+7=2x-1; (x-6)x+6)+12=2x;

x2—5x+X_4x—5_ x(x-3) x+7, (x+1)(x+2)_x(4x—1)_x_9

2 3’ 2 37 2 3 '

Determinati numarul real m pentru care ecuatiile date au solutiile specificate si rezolvati ecuatiile:
X*=Tx+m=0,1€¢S; 3x-(2m-5)x+12=0,-4 ¢ S;
-2x2+5x+3m+13=0,2¢S; m-1)x*-7x+10=0,5€¢ S;
2mx+5mx+6=0,-1¢S; Mm+1)x*+(2m-5)x+26=0,2¢e S.

Determinati numarul real m stiind ca -2 este solutie a ecuatiei x> - 3mx+m?+1=0.
Determinati numarul real m stiind ca -5 este solutie a ecuatiei x* + 4mx +2m*+17 =0.

Determinati numarul real m stiind c3 1 este solutie a ecuatiei 35x* + 2mx - m?=0.

Determinati numarul real m in fiecare dintre cazuri, stiind ca ecuatiile urmatoare au o singura
solutie:

5x2~7x+m=0; -xX*+12x+3m=0; 3Ix*—6x+m-2=0;

X+4x+m-1=0; 25x2+40x+m=0; xX*-10x+m=0.

Determinati numerele reale m pentru care ecuatiile urmatoare au doua solutii reale distincte:

X +4x-m=0; 3x2—6xX+m+2=0; m-(m+1)x+1=0.

Determinati numerele reale m pentru care ecuatiile urmatoare nu au solutii reale:

-xX2+x+m=0; 2 +12x+3m=0; mx*+2x-1=0.
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a Diferenta dintre pétratul unui numar real si triplul numarului este 54. Aflati numarul.

b Suma dintre un numar real si dublul inversului siu este % Aflati numarul.

a Diferenta a doud numere reale este egald cu 9, iar produsul lor este 70. Aflati numerele.
b Suma a doud numere reale este 31, iar produsul lor este 240. Aflati numerele.

¢ Suma a doud numere reale este 4, iar suma inverselor lor este tot 4. Aflati numerele.

a Suma a doud numere reale este 12, iar suma pétratelor lor este 74. Aflati numerele.

b Diferenta a doud numere reale este -8 , iar suma patratelor lor este 130. Aflati numerele.

c Aflati doud numere reale pozitive cu media aritmetici egala cu 13 si media geometrici egals cu 12.
Ioana are un frate cu 5 ani mai mare decat ea. Produsul varstelor celor doi copii este egal cu suma

varstelor parintilor. Stiind c& mama este cu 4 ani mai mica decat tatal, iar la nasterea primului
copil, mama avea 28 de ani, aflati varsta celor patru membri ai familiei Ioanei.

O tribund are 756 de locuri pe scaune. In zonele laterale sunt
cate 6 scaune pe rand, cain figura aliturata. In zona centrala, 6 6
numadrul de scaune de pe fiecare rand este cu 12 mai mare
decét numarul de randuri. Aflati numérul de locuri din zona
centrala.

Un grup de fosti colegi vor sd inchirieze un restaurant pentru o reuniune, platind 1080 de lei.
In urma unor evenimente neprevizute, trei persoane nu mai pot participa, ceea ce face ca pretul
inchirierii sa creasca cu 5 lei de persoana. Aflati numarul participantilor la reuniune.

Determinati dimensiunile unui dreptunghi care are lungimea cat triptul l&timii si aria de 75 cm2

Aria unui dreptunghi este egald cu 78 m?, iar litimea este cu 7 metri mai mic3 decat lungimea.
Determinati perimetrul dreptunghiului.

In figura alaturatd, distanta dintre punctele B si C este j
cu 3 m mai mare decdt distanta dintre punctele A si B.
Aflati la ce Tndltime se afla steagul, stiind ci aceasta este
egala cu distantade la B la C. T

2m

A B ' o

Determinati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic, stiind ca aria triunghiului este egala
cu 84 m?, iar lungimea unei catete este cu 10 metri mai mare decat dublul lungimii celeilalte
catete.

a Un triunghi dreptunghic are lungimile laturilor de x cm, 2x + 2 cm si2x+3cm, x € R,.
Calculati perimetrul si aria triunghiului.

b Un triunghi dreptunghic are lungimile laturilor de x cm, x + 7 cm six+9cm, unde x> 0 este un
numar real. Calculati aria cercului circumscris triunghiului.



